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Bevezetés

Ez a segédlet a Mesterséges Intelligencia Labor c. targyat felvett hallgatokhoz szdl, és
feltételezi a logikai programozds elméleti aapjainak, a fontosabb fa-kereso
algoritmusoknak és a Prolog nyelvnek az ismeretét. Célja a laboron kiadott feladatok
elvégzéséhez szilkséges ismeretek bemutatésa és az 6rai munka segitése néhany kodminta
dtal. A Kkorlatozas programozas elméletének elsgjatitasdhoz figyelmetekbe agéanljuk
Szeredi Péter Nagyhatékonysdgl Logikai Programozés c. térgyat. Az itt leirt
példaprogramok egy része is atargy jegyzetébol lett adaptalva.

Definiciok

A korléatozas programozas (Constraint Programming / Constraint Logic Programming,
CLP) egy deklarativ programozéasi paradigma kombinatorikus (optimalizalasi) problémak
megoldasara. Hatékonysaganak, rugalmassaganak és az egyszeru formalizmusoknak
koszonhetoen szamos gyakorlati akalmazassal bluszkélkedhet, pl. az Utemezés,
orarendkészités, grafikai alkalmazasok, stb. tertletén.

Roviden, egy korlatozas-kielégitési probléma (Constraint Satisfaction Problem,
CP) akovetkezokbol al:

= valtozok egy halmaza: X ={X,...,X,} ;

= minden x véltozohoz egy D, véges értekkészlet (domain);

= korlatozasok (constraint) egy C halmaza, amely leirja, hogy a valtozok altal
felvett értékek kozt milyen dsszefliggéseknek kell fenndlinia;

= esetlegegy O(X) cdfuggveny.

A CSP megoldasa az X vatozok egy lekoteése, melynek soréan minden x D, -bol vesz fel
ertéket, és kielégiti a C korlatokat. Kereshettink

* egy megoldasra;
= az 0sszes megoldasra, vagy
= az O(X) szerint minimalis vagy maximalis megol dasra.

Nem szukségképpen, de dltaldban a D, értékkészletek a pozitiv egészek halmazanak
részhalmazai. A tovabbiakban mi is éni fogunk ezzel afeltételezéssel.



K orlatok

Egy ¢ x,,..x, vétozokra értelmezett korlat formdlis definicidja szerint egy k vatozos
relacioa D, ...” D, direkt-szorzat felett, amely a vatozok megengedett kombinacidira
al fenn. Példaul:

SICStus Prolog korlét Jelentése

A #> B A>B

A# =B Al B

(A #= 3 #\/ B#> C2) A=3vagy B>C- 2

all _different(L) Az L listaeleme mind kilnbzoek.

A fenti k tetszoleges értéket felvehet, de kiemelUnk két esetet:
Unaris korlatok (k=1). Egy c, unaris korlét arra haszndhato, hogy egy x valtozd
értékkészletébol eltavolitsuk a nemkivanatos értékeket. Pl. az x * 3 Kkorlét esetén a 3

értéket eltavolithatjuk D, -bol. Ettol a pillanattol kezdve a c, korld biztosan ki van
elégitve, és akar d istavolithatd C-bol.

Binéaris korlatok (k =2). Haegy CSP minden korlatja binaris, akkor binaris CSP-rol
beszdlhetlink. Egy binaris CSP dbrazolhat6 egy graffal, melynek cslicsai avéaltozok, dlei a
megfelelo vatozoparok kozt fenndld korlatok. EIméleti jelentosége van annak, hogy
tetszoleges CSP é&alakithatd binaris CSP-vé, bar ez Uj valtozOk bevezetését teheti
szilksegessé. Ma ezt atechnikét mar nem hasznaljak, hatékonyabb algoritmusok ismertek
magasabb fokszamu korlatokat is tartalmazé CSP-k megoldésara.

Példa egy korlatozas programra

Az nkirdyno feladatban n db kiralynot kell elhelyezni Ggy egy n*n-es sakktablan, hogy
semelyik ketto ne Uisse egymast. Az elso megval 6sités SICStus Prologban:

- use_nodul e(library(clpfd)).

%A @ lista N kiralyn?o biztonsagos el hel yezését nmutatja
% egy N*N-es sakktablan: ha a lista i. eleme j, akkor
% az i. kiradlyn?ot az i. sor j. oszlopaba kell helyezni.

qgueens(N, @) :-
length(Qs, N,
domai n( s, 1,
safe(Q®).

N,




% safe(®): A & kiralyn?o-lista biztonséagos.
safe([]).

safe([Q OB]): -
no_attack(Qs, Q 1),

safe(Q®).

% no_attack(Q, Q I): A lista altal leirt kiralyn?ok
% egyi ke semtamadja a Q altal leirt kiralyn?ot, ahol

% Q a (j, j+1, ...) sorbeli kiralyn?oket irja Ile,
% Qa i. sorbeli kiralyn?ot, és | =j-i > 0.
no_attack([],_, ).

no_attack([X| Xs], Y, I):-
no_threat(X Y, I),
11 is |+1,
no_attack(Xs, Y, I1).

% Az X és Y oszl opokban | sortavol sagra | ev?o
% ki ral yn?ok nem tanmadj &k egymast, azaz ni ncsenek
% azonos oszl opban, / vagy \ atl éban

no_threat(X, Y, |I) :-
Y #\= X Y # = X1, Y # = Xtl.

Propagacio, él-konzisztencia

Ha x és x; valtozok kozt fennall egy ¢ binaris korlat, akkor afenti graf (x;,%;) éle él-
konzisztens (arc consistent), ha minden vi D, értékhez létezik egy ul D,, hogy az
X =V, X; =u vatozo lekdtes kielegiti ac korlatot.

Minden més vi D, érték, azaz amelyekhez nem létezik ilyen u, eltavolithatd D, -

bol, hiszen nem képezheti részét konzisztens megoldasnak. Ezen értekek eltavolitasa é-
konzisztensse teszi a grdf (x,x;) éé. Ezt a muveletet nevezzik a c Korlat
propagalasanak. Megjegyezzik, hogy (x,X.) €él-konzisztencigabol nem kovetkezik
(X;,%;) él-konzisztencigja. Ez a definicid és eljaras dtalanosithaté magasabb fokszamu
korlatok esetéreis.

Haa CSP minden éle é-konzisztens, akkor a magat CSP-t is él-konzisztensnek
nevezzik. EQy CSP él-konzisztensse tétele relative gyorsan végrehajthato, ezért a CLP
rendszerek a feladatot a teljes megoldas folyamat soran igyekszenek él-konzisztensen

tartani. Ezt gy érik el, hogy valahanyszor egy x valtozo értekkeszlete valtozik, az 6sszes
X, -t tartalmazé korlatot propagéljak. Ez természetesen tovébbi inkonzisztens értékeket
tavolithat e més vatozok eértékkészletebol, egy propagacio-lavinat inditva ezzel. Ha



ennek soran egy valtozo eértékkészlete Uresse valik, akkor magétdl értetodoen nincs
megol désa a feladatnak.

Sajnos egy CSP él-konzisztencia nem jelenti azt, hogy a feladatnak van
megoldésa. A kovetkezo példa egy ilyen esetet mutat. A korldtok barmelyike teljesiilhet
benne, a korlatok mindegyike egyidejuleg azonban nem. (A feladat megoldhatatlan, mert
harom véatozonak kellene felvennie az {1,2 kételemu halmazbdl paronként kilénbozo
értéket.)

Xli D, ={12,

X, | D, ={12},

)(3T D, ={12},

x,1 D, ={234,
LA DB (Gt x)

Lathatjuk tehdt, hogy a propagécio holtpontra juthat anélkil, hogy megtaldna a
feladat |étezo megoldasat vagy bebizonyitana annak megoldhatatlansagét. 1lyenkor a CLP
rendszer keresési technikakat hiv segitséguil.

K er esés

Mig a legegyszerubb feladatokat pusztan propagéciova meg lehet oldani, bonyolultabb
feladatok esetén a propagéciot egy fa-keresési sémaba kell &gyazni, a kdvetkezok szerint:

1. Inicidizajuk keresésiinket egy n, gyokér csomoponttal, amelyet Ggy kaptunk,
hogy afeladat leirasan |efuttattunk egy él-konzisztencia algoritmust.

2. Vegylk egy él-konzisztens, de |ekotetlen valtozokat is tartalmazé n csomopontot.
Legyenek c,,...,c, olyan korlétok, amelyekre " i1 j(c,Uc, =/A) é Uc =1,

i=1..k
azaz k6zulUk minden valtozo |ekdtésben pontosan egy teljesl.
3. Generdjuk az n csomopont k db gyermekét rendre Ugy, hogy lemasoljuk az n-ben

érvényes értékkészleteket és korldtokat, majd hozzavesszik a megfelelo c -t.
Minden gyermeken futtassunk le egy é-konzisztencia algoritmust.
0o Ha vaamely n, gyermek csomoépontban egy valtozd értékkészlete kidrul,

akkor n, eldobhato, mert belole konzisztens megoldas nem szarmaztathato.
0 Ha vaamely n gyermek csomopontban minden x, valtozd értékkészlete
egyetlen v, elemet tartamaz, akkor az " j(x; =v;) vatozo lekités egy

konzisztens megoldas. Adjuk vissza ezt a megoldést. Ha tovabbi
megoldasokra méar nincs szilkség, zarjuk le a keresést.
0 Az 0Osszes tObbi csomopont é-konzisztens, és (tovébbi) megoldasok
lehetoségét hordja magaban, ezért illesszik be azokat a keresési faba.
4. Folytassuk a keresést a 2. pontnal .



Koénnyu belédni, hogy ez az algoritmus teljes, és az dltala visszaadott megoldasok
konzisztens megoldasai a feladatnak. Az algoritmus hatékonysagat az adja, hogy a
propagatorok nagyban leszukitik a valtozok értéktartomanyat, igy az épilo kereses fa
mérete sokszor tobb nagysagrenddel kisebb lesz, mint egyszeru visszalépéses keresés
esetén, amit pl. a standard Prolog alkalmaz.

A gyakorlathan szokas a 2. pontban szereplo c -ket rendre X, =V;-nek valasztani,
ahol x, =v; egy valamilyen heurisztika szerint valasztott lekotetlen valtozo, a x, =V, -k
pedig x, =V, elemei. A Prologos nevezéktanban az ilyen elagazasi stratégiat hasznao
keresést szokas cimkézesnek, labelingnek nevezni. Mig ha a SICStusban egy korldtozas
programot labeling nélkil inditunk el, akkor csak az él-konzisztencia algoritmust futtatja

le rajta, labelinggel az elso konzisztens megoldasig keres. Tovabbi megoldasokat a ; jel
bebillentyuzésével kérhetlink.

% Label i ng nél kil el akad a nmegol das negtal al 4sa el ott.
| ?- queens(4, x).

& =[_A_B_C_DO,

A
B i
Ci
Di
yes
| ?-

B e
Ba s

5 35 5 S

% Label i nggel negtal aljuk az 0sszes hel yes negol dast.
| ?- queens(4, @), labeling([], Q).

& [2,4,1,3] ?;

& [3,1,4,2] 72 ;

no

| ?-

Erdemes megjegyezni, hogy mig a korléozés propagécios algoritmusok altaldban
gyorsak (polinom idoben lefutnak), a keresés soran akar d" méretu fa épitésére lehet
szilkség, ahol d az értékkészletek méretét, n a vatozok szamét jeldli. Mivel komoly
érdemes mindent elkdvetni a keresési fa méretének csokkentéséért, az aldbbi modszerek
valamelyikével:

= FErosebb, az értékkészleteket jobban szukito korlatok felirasa, 1d. redundans
korlatok, globdlis korlétok, felhasznal6i korlatok. A szukebb értékkészlet kisebb
elégazas tényezot biztosit.

» A keresési dontések Uigyes megvaasztésa, |d. valtozd és érték sorrendezés.

Az, hogy a fenti algoritmus 2. pontjdban hogyan vaasztiuk az n csomoépontot,
meghatarozza a kereses tipusat. Noha szamos feladat ismert, melynek megoldasara a
CLP-be sikerrel agyaztak be valamilyen informalt, sot, lokdlis kereso eljardst, a CLP
rendszerek legtobbszor egyszeru mélységi keresést haszndlnak. Ennek oka a kovetkezo.
Minden egyes keresési csomépontban minden valtozo aktudlis értékkészletének eltarolésa
tllzottan memoriaigényes lenne. Ezért inkrementdlis tarolast alkalmaznak, azaz a



keresési fa csomopontjaiban csak a szilo csomopontokhoz viszonyitott értekkeészlet-
szukitéseket tartjak nyilvan. igy két, a féban egyméstdl tavoli csomopont kozti vétas
csak a fa élei mentén torténo |épegetéssel oldhatd meg, szerencsétlen esetben egészen a
gyokérig tartd visszagorgetés utan. Ennek koltségét csak kivételes esetben, nagyon jo
heurisztika mellett ellenstlyozza az informalt keresés csomoépont-hatékonysaga.

Valtozo sorrendezés

A labeling sorén az elagazas targyat keépezo x vatozo kivalasztasara szolgélo
heurisztikékat nevezzilkk vatozd sorrendezésnek (variable ordering). Gyakran hatékony
az a heurisztika, hogy a feladat ,nehéz magjat”, a legproblematikusabb részfeladatot
oldjuk meg eloszor.

Ezt igyekszik megvalésitani az un. first-fail eljarés: feltételezzik, hogy minden
érték lekdtés azonos esdllyel vezet konzisztens megoldashoz, igy minél tobb eleme van
D, -nek, annd valészinubb, hogy szikség esetén taldunk x -hez konzisztens értéket.
Forditva pedig, minél kevesebb eleme van D,-nek annd nehezebb x -hez értéket

valasztani, ezért érdemes az aktudisan legkisebb értékkészlettel rendelkezo valtozon
eldgazni. A SICStus Prologban a beépitett first-fail labeling eljaras a kdvetkezoképpen
hivhato:

| ?- queens(4, &), labeling([ff], Q8).

Erték sorrendezés

(Value ordering) Miutan meghataroztuk az x, valtozot, amelyen elagazunk, e kell
dontentink, hogy milyen sorrendben probajuk hozzérendelni annak lehetséges értékeit,
D, elemeit, azaz milyen sorrendben jarjuk be a keresési fa agait. Az érték sorrendezésnek
akkor lehet jelentosége, ha csak az elso megoldasra kereslink vagy egy branch-and-bound
algoritmussal optimalis megoldast keresiink. Ha mindenképpen be kell jarnunk a teljes
keresési fat, pl. mert az 6sszes megoldast €lo akarjuk allitani vagy mert nincs megoldas,
akkor az érték sorrend valasztasa irrelevans.

Ha az éték sorrend szamit, érdemes eloszOr azt D,-bol azt az értéket
hozzérendelni x -hez, amelyik legnagyobb eséllyel vezet egy helyes megoldashoz ill. az
optimdis megoldashoz. Az ennek az ,esélynek a mérésére” ismert heurisztikék a CSP
gréfjaban x;-hez éllel kapcsolt, még lekotetlen valtozok értekkéeszleteiben szamoljak
Osszeaz X =V, hozzarendeléssel konzisztens értékeket. Néhany tipikus alkalmazasban,

pl. Utemezésben, specifikus, a tapasztalat dta igazolt érték sorrend heurisztikék allnak
rendelkezésre.



Alapértelmezett érték sorrendezés stratégiakent az elterjedt CLP rendszerek, ha a
felhasznal6 masképp nem rendeli, nbvekvo sorrendben végigprobdjak D, Osszes v,
elemét. A fa épitése dltaldban nem az egyszerubbnek tuno 1.a., hanem az 1.b. dbra szerint
torténik. Itt ugyanis az egyes agakrol torténo esetleges sikertelen visszatérést kovetoen a
tarhoz adédik az X 3 v;,, korla, melynek propagdlasava szerencses esetben tovabbi
értékkészl et-szukitések mehetnek végbe.

la

A SICStus Prolog gy, mint a legtébb CLP rendszer, lehetoséget nydjt sgjat valtozo ill.
érték sorrendezési heurisztikak irdséra is, errol az irodalomjegyzékben szereplo muvek
tartalmaznak részleteket.

Redundans korlatok

Egy redundans korlédt explicit megfogalmazasa egy olyan feltételnek, amit egy CSP
implicit médon tartalmaz: a formalizdlésakor nem vettik fel korlatként, mégis tudhato,
hogy CSP Osszes konzisztens megoldéséra teljesll. A redundans korlatok hozzévétele a
CSP-hez nagyban gyorsithatja a megoldasi folyamatot a keresési fa hatékonyabb nyesése
atal.

Természetesen feledeges olyan redundans korldtot hozzavenni a CSP-hez,
aminek kielégitését a mar meglévo korldtokon futé él-konzisztencia algoritmusok is
kozvetlenll biztositanak. Pl. ha a CSP-ben szerepelnek az a=b+c é c=d +e
korlétok, akkor az a = b +d + e korlé hozzavétele tovabbi nyesést nem eredményez, sot,
amegoldast kis mértékben lassitja a propagaci 0s | épések idejének ndvekedésevel.

Globdlis korlatok

Kulonbtzo feladatokban gyakran elofordulnak bizonyos jellegzetes Osszefliggéesek a
feladat valtozdi, vagy a valtozdk egy részhalmazanak elemei kozt. Pl. megkovetel hetjik,

hogy valtozok egy [X,,...,X,] listdanak elemei paronként kilonbdzo értéket vegyenek



fel. Az ilyen, sok, nem hatarozott szamu valtozo kozti, azaz ,globalis’ Gsszefliggések
leirésara a CLP rendszerek gyakran implementdnak hatékony propaga 6 agoritmust, Un.
globalis korlatot (global constraint).

A fenti ,mind kilénb6zo” korlétot implementdlja a SICStus-ban az all_different/1
predikatum. Ugyanezt a korlatot természetesen deklardhatnank Ugy is, hogy minden

X ,X;, 11 ] vatozo-para felijuk az x * x; aritmetikai korlétot, de az messze nem
vezetne olyan hatékony propagéci 6hoz:

Tekintsik a fenti példat. A 4 vatozd mindegyikének értékkészletében azon értekek azon
értékek szerepelnek, melyekhez éllel kdtve van. Ekkor a x * x; korlatok egyike sem tud

tlzelni, hiszen barmely két valtozo lekdtheto két kiildnbozo értékre. Mégis, lathatd, hogy
a feladat megoldhatatlan, mert az 1 és 2 értékekhez harom valtozo is van, melyek csak a
két érték valamelyikét vehetik fel.

Az all_ different korlat ezt felismeri: a fenti feladatot mint parositasi problémat
oldja meg: a paros gréfban keresiink alulrdl teljes pérositast. Altaldban elmondhatd, hogy
a globdis korldtok szamitasigényesebbek, mint az egyszeru korlatok, de ez boven
kifizetodik a hatékonyabb propagacié dtal. Alabb az n-kirdyno feladat egy alternativ,
hatékonyabb megval ositését 1atjuk, globalis korladtok hasznalataval.

:- use_nodul e(library(clpfd)).

% A Q@ lista N kiralyn?o biztonsagos el hel yezését nutatja
% egy N*N-es sakktablan: ha a lista i. eleme j, akkor
% az i. kiradlyn?ot az i. sor j. oszlopaba kell helyezni.

queens(N, @) :-
length(@s, N),
domain(@s, 1, N),
safe(Q®).

% safe(®): A & kiralyn?o-lista biztonséagos.

safe(@®): -
di ag_ri ghtdown(Q, &RD),
diag_rightup(Q, &RU)),
all _different(Qs),
all _different(@RD),
all _different(@RU).

% Az oszl opok szerinti szanozabol eloallitjuk a
%\ &tl 6k szerinti szanozast.

di ag_ri ghtdown(Q, QRD):-



di ag_ri ghtdown0(Qs, RD, 0).

di ag_rightdownO([], [], ).

di ag_ri ghtdownO([LO| L], [LRDO|LRD], N):-
LRDO #= LO - N,
NL is N+1,
di ag_rightdownO(L, LRD, N1).

% Az oszl opok szerinti szanozabol eloallitjuk a
%/ éatl o6k szerinti szanozast.

diag_rightup(Q, &GRU):-
di ag_rightup0(@, &RU, 0).

di ag_rightupO([], []1, ).

di ag_rightupO([LO| L], [LRUJ|LRU, N):-
LRUO #= LO + N,
NL is N+1,
di ag_rightupO(L, LRU, N1).

Felhasznal 6i korlatok

Taldkozhatunk olyan feladattal, amely nem irhaté le kézenfekvo mddon a CLP rendszer
beépitett korlataival, vagy a feladatra vonatkozO specidlis ismeretek birtokdban a
beédpitett korldtokénadl hatékonyabb propagéciét tudndnk megvaldsitani. |lyenkor
lehetoseg van sga felhasznaoi  korlatok definidasara Egy  c(x,...,X,) Korléat
definidlasdhoz meg kell adnunk, hogy amikor korlatban szereplo valamely x valtozorol
kidertl, hogy nem veheti fel értékkeszletének valamely v, érteket, akkor atdbbi X .,

valtozd értekkeszletébol a c(x,,...,X,) dapjan mely értékekrol lathatd be, hogy
inkonzisztensek. Errol az irodalomjegyzékben szereplo muvek tartalmaznak részleteket.

Szimmetriator ések

Sok feladatban elofordulnak ekvivalens megoldasok. Pl. a 8-kirdlyno problémaban
lényegileg azonosnak (szimmetrikusnak) tekinthetjik azokat, amelyek egyméshdl
forgatassal elodlithatok. Egyrészt elofordulhat, hogy nem szeretnénk az 0Osszes
szimmetrikus megoldést viszontldtni a megoldasok kozt. Méasrészt, ha nagy szamban
fordulnak elo, Iényegesen lassithatjak a megoldasi folyamatot. A keresési faban ugyanis a
szimmetrikus megoldas- vagy részmegoldas-csoportok minden tagja kulon agként
szerepel, igy a keresési agoritmus azok mindegyikét kulénkulon bearja. Ez teljesen



felesleges, hiszen ha az egyik ilyen agon nincs megoldéas, akkor a masik, szimmetrikus
agon sem |ehet.

Szimmetriatorésnek nevezzik mindazon eljarasokat, melyek a szimmetrikus
megol dasosztalyok tagjaibdl egy reprezenténst meghagynak, a tobbit kizarjak. Ez Gjabb
korlatok hozzéadasaval torténhet. Pl. a 8-kirdlyno probléma forgatdsi szimmetrigjét
megtorhetjik azdltal, hogy eoirjuk, hogy az elso sorban a bal térfélen, az €lso oszlopban
pedig afelso térfélen van akirayno.

A szimmetriak egy specidlis esete, amikor az adatstrukturék egyszerusitése (pl.
négyzetes matrixok bevezetése) céljabdl vagy egyéb megfontolasbdl dummy valtozokat
vesziink fel, melyeknek értékkészlete egynél tobb elemet tartalmaz. Nyilvanvaldan
irrelevans, hogy ezen értékek kozul melyiket veszik fel. Ezért a dummy valtozokat a
korlétozés programban egy-egy unaris korlattal le kell kotni.

Optimalizalasi feladatok
A kulonbdzo CLP eszkdzok azonos megkozelitést haszndlnak az optimalizalasi feladatok
kielégithetoségi probléméra valé visszavezetésére. Tételezzik fel, hogy minimalizalas
problémardl van sz6. Vatozokent felveszik a célfuggvény-értéket reprezentald x,-t, ésa
programhoz hozzaadjak az x, = O(X) korlatot, majd elodllitanak egy kezdeti megoldast.
Ezutan ciklikusan elmentik az utols6 konzisztens megoldasbol x, értékét az opt
véltozoba, és a CSP-hez hozzéadjdk az %, £ opt- 1 korlétot. Igy elodlitanak egy Ujabb
megoldast, és ezt ismételgetik, mig |étezik az Uj korlatokat kielégito megoldés.
Nyilvanval6, hogy ekkor a megoldasok célfliggvény-értéke szigordan monoton
csokken, tovabba, az utolsokent megtaldlt megoldas az (egyik) optimdlis. Az algoritmus a
kezdeti megoldas megtaldlasa utdn any-time algoritmusként viselkedik, azaz komplex
feladatok esetén, ha nincs lehetoseg az optimalis megoldas ésszeru idoben térténo
megtaldésara, megszakithatd, az aktudlis utolsd megoldés konzisztens lesz, minosége
pedig a keresésre szant ido névekedésevel javul.
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Ellenorzo kér dések

= Mutass egy minél kisebb korldtozas programot, amelyet szerinted nem oldana
meg keresés nélkil a Prolog.

=  Milyen lehetoségeket ismersz korldtozés programok hatékonysaganak novelésére?

= Adj megoldast a 8-kirdyno problémaban az atlokra valo tengelyes tikrozés
szimmetrig anak torésére.



