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1. Bevezetés

R. P. Feynmann vetette fel el6szor azt az 6tletet, hogy a kvantum-jelenségeket
esetleg hatékony szamitéasra fel lehet hasznalni [6]. A kvantum-szamit6gép mo-
delljeinek kidolgozasa és néhany a kvantum-géppel a klasszikusnal hatékonyab-
ban megoldhato — jatékos jellegli — feladat felfedezése utan Shor publikilta az
els6 mindjart kett§ igazan életszagu alkalmazast [26, 27]: az egészek torzs-
tényezGs felbontéisat elvégzd, valamint a diszkrét logaritmust kiszamol6 polino-
midejii kvantum-algoritmusat.

Mindazok a szamitéasi feladatok, amelyekre a mai napig a klasszikusnal expo-
nencialisan gyorsabb kvantum-algoritmust talaltak, tobbé-kevésbé (véleményem
szerint inkdbb tobbé, mint kevésbhé) kozel dllnak az tgynevezett rejtett részcso-
port problémajahoz. Ezzel a feladattal kozos keretbe foglalhatok a Shor altal
megoldott problémak és még tobb mas érdekes feladat is. Az elGadason a vé-
ges csoportok rejtett részcsoportjait keres§ kvantum-algoritmusokbol szeretnék
izelit6t adni.

A bevezets hatralevs részében réviden ismertetek egy — a t6bbi fontos model-
lel polinomiélisan ekvivalens kvantum-gépmodellt, majd definidlom a rejtett
részcsoport probléméjat és vazolom a legnépszertibb speciélis eseteit. A masodik
részben targyalom a kommutativ csoportok rejtett részcsoportjainak megtala-
lasara szolgalo standard kvantum-algoritmust. Az eladas végén a nemkommu-
tativ csoportokban torténg altalam legérdekesebbnek gondolt probalkozasokrol
szeretnék beszamolni.

1.1. Kvantum bitek és kvantum-aramkorok

Itt r6viden ismertetek egy kvantum-gépmodellt, amely a tobbi szokasos mo-
dellel polinomialisan ekvivalens. Bvebb hattéranyag talalhaté példaul a [25],
[19] vagy a [11] konyvekben. Magyar nyelvii bevezets anyagot Nagy Benedek
jegyzetének [24] 6t6dik fejezetében talalhat az Olvaso.

A kvantum-aramkorok alapelemei a kvantum bitek. Egy kvantum bit egy
lehetséges allapota

al0) + b|1),



ahol a és b komplex szdmok, amelyekre |a|? + |b|? = 1. Egy kvantum bit tehat a
kétdimenzios B komplex euklideszi tér (avagy Hilbert-tér) egységvektora. A B
tér kitiintetett bazisanak elemeit jel6li |0) illetve |1). Ha a fenti allapotu kvantum
bitet megfigyeljiik (megmérjiik), akkor a 0 bitet kapjuk |a|? valésziniiséggel és
az 1 bitet kapjuk |b|? valoszintiséggel.

Egy n kvantum bitbél all6 egyiittes (rendszer) egy lehetséges allapota a 2™
dimenziés komplex euklideszi tér egységvektora. Ha a kitiintetett ortonormalt
bazis elemeit az n hosszu 0 — 1 sorozatokkal (bitsorozatokkal) indexeljiik, akkor
a rendszer allapota az n hosszi bitsorozatok egy komplex egyiitthatés linearis
kombinécioja (kvantumos szakzsargonban: szuperpozicidja), ahol az egyiittha-
tok abszolut értékének négyzetosszege 1. Ha egy allapotot megmériink, ered-
ményként egy konkrét bitsorozatot kapunk. Minden egyes bitsorozat valdszinii-
sége a megfelels egyiitthatd abszolut értékének a négyzete. Gyakran célszert az
n bites allapotok terét a B tér C feletti n-edik tenzorhatvanyakét szemlélni.

A kvantum-szamitogép altal végrehajthaté midveletek unitér transzforma-
ciok. Az elemi lépéseket az tgynevezett kvantum-kapuk szolgaltatjak. Egy k
bites kvantum-kapu a 2* dimenziés komplex euklideszi tér egy unitér transzfor-
macidja. Az n > k esetben egy n kvantum bites rendszer barmely k& kvantum
bitjére "bedrotozhatunk" egy k kvantum bites U kaput. A drotozasnak megfe-
lelé miivelet matematikai definicidja a kbvetkezs: Kivalasztunk az n kvantum bit
kozil k bitet (a sorrend is szamit!), a 2™ dimenzios teret felbontjuk a k kvantum
bitnek megfelel§ 2% dimenziés W tér és a maradék kvantum bitekbsl megfelels
27—k dimenziés W' tér tenzorszorzatara. A bedrétozott kapu altal végrehajtott
mivelet az Uy ® Iy tenzorszorzat lesz, ahol Iy a W’ téren az identitas, Uy
pedig az U transzformacié a W téren (abban az értelemben, hogy a k kvantum
bit sorrendi kivalasztasa egyben azonositja a W teret k kvantum bites allapotok
terével.)

Egy n kvantum bites kvantum-aramkor egy rogzitett kapukészletbdl vett,
a fent leirt mo6don bedrotozott kapuk sorozata. A lépésszam a sorozat hossza,
a végrehajtott mivelet pedig a fent részletezett transzformaciok szorzata. Fel-
tessziik, hogy a kapukészlet, amibdl dolgozunk, az 6sszes lehetséges 1 és 2 kvan-
tum bites unitér transzformaciébél all. Polinomiélis lassuléas erejéig ez a modell
ekvivalens azzal, mintha az Gsszes lehetséges legfeljebb k kvantum bites kapuk-
bol épitkeznénk valamely konstans k-ra.

Véges kapukészlettel is dolgozhatunk. Ha olyan véges 2 kvantum bites kész-
letet vesziink, amely az Uy unitér csoportnak (pontosabban, a PU, projektiv
valtozatnak) egy siirii részcsoportjat adjak, minden e > 0O-ra tetsz6leges 4 di-
menzios unitér transzformacio e hibaval megkozelithets log(1/€)-ban polinomia-
lis szamu transzformacio szorzataval az adott készletbdl. Ezt felhasznélva egy ¢
hossza, a tag készletbdl vett kapukbdl épitett &ramkor 1 szdzalékos hibaval meg-
kozelithetd £-ben polinom sok, a sziikebb készletbdl vett kapu felhasznélasaval.
Ennek gyakorlati jelentGsége az, hogy amennyiben az allapotokon a kvantum
"program" lefuttatasa utan mérést végziink, kozel az "idealis" kapukészletéhez
azonos eloszlast kapunk.

Egy kvantum programbdl a véletlent hasznél6 algoritmusokhoz hasonlé jel-
legd eljarast nyeriink, ha egy konkrét "bemend" bitsorozatra (pontosabban az



annak megfelel§ baziselemre) futtatjuk le, majd az eredményre mérést alkalma-
zunk. A fent vazolt kizelités igy gyakorlati értelmet nyer, hiszen két  operator
norméaban — kozeli transzformécié utani mérés megkozelitleg azonos eloszlast
eredményez.

Egyes modellek megengednek a szdmolés kézbeni mérési miiveleteket is. Ezek
a fent vazolt modellel szintén polinomialisan ekvivalensek. Id6 és hely hiAnyaban
ezek részletezésére nem tériink ki.

Noha kvantum-aramkorrel csak unitér — kovetkezésképpen invertalhato —
transzforméciok hajthatok végre, a modell ténylegesen nem gyengébb a klasszi-
kus Boole-dramkor modellnél. Valéban, a bitsorozatokon értelmezett x — f(x)
fiiggvényt az (z,y) — (z, f(x)®y) leképezéssel helyettesithetjiik. (Itt y az Gsszes
olyan hosszu bitsorozaton fut végig, ahany bitbe f(z) belefér és @ a biten-
kénti kizar6 vagy mivelet.) Utobbi miivelet imméar a megfelel6 hosszi kétré-
szes bitsorozatok egy permutacidja és igy a kvantum-allapotok unitér transz-
forméaciojava terjed ki. A reverzibilis szamitdsokra vonatkozo korai eredmé-
nyek szerint minden Boole-dramkdrrel hatékonyan kiszamithaté f fliggvényre
az (x,y) — (z, f(z) @ y) leképezés is hatékonyan szamithatd 3-bites tigyneve-
zett Toffoli-kapuk segitségével.

A fentiek alapjan, ha egy f fiiggvény polinom idében szdmolhaté klasszikus
algoritmussal, akkor polinom hossztsigi kvantum-aramkérrel megvalosithatéd
egy olyan transzformacié, amely tetszGleges
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allapotot hozza létre. Szavakban: kvantum-géppel barmely klasszikusan haté-
konyan szamolhato fliggvény szuperpozicioban is hatékonyan szamolhato. Ez
a kvantum-géppel valé hatékony szamolasok egyik legfontosabb  noha eléggé
kézenfekvs  eszkoze.

1.2. Rejtett részcsoportok

Legyen G egy csoport és f egy G-t az £ hosszu bitsorozatok S halmazaba
képerd fiiggvény valamely £ pozitiv egész szamra. Azt mondjuk, hogy az f fligg-
vény a H < G részcsoportot rejti, ha f(x) = f(y) akkor és csak akkor teljesiil,
ha z és y a H részcsoportnak ugyanazon baloldali mellékosztalyaba esik. Més
szavakkal az f fliggvény konstans értéket vesz fel a H részcsoport baloldali mel-
lékosztalyain, de a kiilonb6z6 mellékosztalyokon felvett értékek kiilonbozok.

A kapcsolodé szamitasi probléméban, a rejtett részcsoport problémajaban
feltessziik még, hogy x bement esetén az f(z) fiiggvényérték hatékony algo-
ritmussal kiszdmithatok, vagy egy transzparansebb megfogalmazasban egy
orakulum azonnal megadja f(z)-et. (Kvantum-szamitogépes esetben az oraku-
lumrol azt feltételezziik, hogy olyan unitér transzformacio, amely a |x)|0) Aal-
lapotot a |z)|f(x)) allapotba viszi. Itt a kiindulé allapot masodik részében a



|0) alatt egy ¢ hosszi csupa nullabol allo bitsorozatot értiink.) A feladat az f
fliggvény altal rejtett H részcsoport kiszdmitasa. Lassunk részcsoportot rejtd
fliggvényre harom fontos példat.

Csoportelem rendje és egészek faktorizaciéja. Legyen A egy véges cso-
port és a egy elem az A csoportbol. Tegyiik fel, hogy az A csoport elemei £ hosszu
bitsorozatokkal vannak kodolva. Igy A azonosithaté az S halmaz egy részhal-
mazéval. Legyen G az egész szamok Z csoportja és f : G — S az f(z) = a*
képlettel megadhaté fliggvény. Ekkor f az mZ részcsoportot rejti, ahol m az
a eleme rendje. Ebben a példaban tehét a rejtett részcsoport meghatéarozasa
egyenértékd az a elem rendjének kiszamitasaval. Megjegyezziik, hogy ha a és
a~1! is adott, akkor az a* hatvany az iterélt négyzetre emelés modszerével (mas
néven gyors hatvanyozassal) O(log |z|) darab A-beli szorzas segitségével szamol-
haté.

Alkalmazasként tekintsiik azt az esetet, amikor n egy paratlan egész szam
és A a modulo n vett redukalt maradékosztalyok multiplikativ csoportja. Eb-
ben a csoportban a rend szamitasa egy olyan eszkéz, amelynek segitségével a
kovetkez6 hatékony véletlent hasznalé algoritmus adhatd az n szam egy valodi
osztdjanak megadasara. Feltessziik, hogy n nem egyetlen primszidm hatvanya.
(Egyszerti probalkozassal tudunk valodi osztot taldlni olyan szamhoz, amely egy
masik pozitiv egész szadm valahanyadik hatvanya.) Valasztunk egy véletlen 1 és
n — 1 kozé es6 a egész szamot, és kiszdmoljuk a villamgyors euklideszi algorit-
mussal a és n legnagyobb kozds osztdjat. Ha ez a kozos oszté nem 1, nyertiink
egy valodi osztét. Megmutatjuk, hogy a fennmaradé eseteknek legalabb a felé-
ben szintén tudunk gyorsan valédi osztoét talalni. Jeldljitk egy n-hez relativ prim
a szam modulo n vett multiplikativ rendjét o(a)-val. Az n-re vonatkozo feltevés-
b6l konnyen adodik, hogy egy véletleniil valasztott n-hez relativ prim a szamra
legaldbb 1/2 valoszintiséggel o(a) paros és a®®/? maradéka modulo n nem —1.
Ezért a b = a°®/2 modulo n vett maradékosztaly (gyors hatvanyozéssal tor-
ténd) kiszAmitdsa utan azt kapjuk, hogy a b? szam n-nel osztva 1 maradékot
ad, ugyanakkor b maradéka modulo n se nem 1 se nem —1. Masképpen fogal-
mazva, az n szam osztoja a b2 — 1 = (b+ 1)(b — 1) szorzatnak, de nem oszt6ja
egyik tényezének sem. Igy n-nek egy valodi osztojat nyerjiik, ha az euklideszi
algoritmussal kiszdmitjuk mondjuk b — 1 és n legnagyobb k6zos osztojat.

Diszkrét logaritmus. Legyen most a és b az A kommutativ csoport két
eleme. Tegyiik fel, hogy b az a elemnek valamilyen a! hatvanyéaval egyezik meg.
A feladat, hogy keressiink egy ilyen ¢ szamot. Vilagos, hogy ¢ modulo az a elem
o(a) rendje egyértelmiien meghatarozott. Az egyszertiség kedvéért feltessziik,
hogy ismerjiik az o(a) és az o(b) szamokat. (Példaul kiszamitottuk a fenti rend-
szamolo algoritmussal.) Vilagos, hogy o(b) az o(a) szamnak egy osztdja. Legyen
G a Zo(q) X Loy direkt szorzat és f az a fiiggvény, amelyre f(x,y) = a® - b7Y.
Ahogy el6bb, itt is feltessziik, hogy A elemei ¢ hossza bitsorozatokkal vannak ab-
razolva. Az f(xz,y) értéket itt is a gyors hatvanyozas segitségével szamolhatjuk.
Kénnyen lathato, hogy az f fliggvény a (tu, u) parokbol allé részcsoportot rejti,



ahol u a modulo o(a) vett maradékokon fut végig és a mésodik koordinataban
szerepld u-t modulo o(b) kell érteni.

Grafok automorfizmusai és az izomorfizmus-probléma. Legyen I' egy
(iranyitatlan, egyszerti) graf n csiccsal és G az S, szimmetrikus csoport. Egy
m € G permutaciora legyen I'™ az a graf, amelynek egy {a, b} csucspar akkor
és csak akkor éle, ha {m(a),m(b)} éle az eredeti " grafnak. Ekkor az f(r) =
'™ fliggvény altal rejtett részcsoport a I' graf automorfizmuscsoportja. Tehét
ebben az esethen a rejtett részcsoport meghatarozasa nem més, mint a graf
automorfizmuscsoportjanak kiszamitasa.

Grafok izomorfidja az autmorfizmuscsoport-probléma megoldaséaval a kovet-
kez$ kézenfekv modszerrel donthets el. Legyen I'y és 'y két graf. Az egyszertiség
kedvéért feltessziik, hogy mindkét graf sszefiiggs. Ha nem ugyanakkora az au-
tomorfizmuscsoportjuk, akkor nyilvin nem izomorfak. Ha ugyanakkora, akkor
tekintsiik a két graf diszjunkt egyesitését. Ha a két graf nem izomorf, akkor az
egyesitett graf automorfizmuscsoportja a komponensek automorfizmuscsoprtja-
inak direkt szorzata. Ha viszont a két graf izomorf, akkor ez a direkt szorzat az
egyesités automorfozmuscsoprtjaban egy 2 indext részcsoport.

Az els6 két f6leg kriptografiai alkalmazéasaik miatt fontos példara Shor java-
solt polinomidejd kvantum-algoritmust [26, 27], jelentds 16kést adva a kvantum-
szamitogépek épitésére torekvs probalkozasoknak. A kovetkezs fejezetben be-
mutatjuk, hogyan lehet véges kommutativ csoportok rejtett részcsoportjait po-
linom idében megtaldlni kvantum-szamitogéppel. A maddszer alapvetGen Shor
algoritmusénak egy kézenfekv§ altalanositdasa. A harmadik példara grafok izo-
morfizmusanak problémajara — azonban jelenleg nem ismert a legjobb klasszikus
modszereket megverd kvantum-algoritmus. Ugyanakkor ez a példa a nemkom-
mutativ rejtett részcsoport problémakoérében folyé vizsgalatok legfontosabb mo-
tivalé tényezdje.

2. Kommutativ csoportok rejtett részcsoportjai

Ebben a fejezetben vazoljuk azt a kvantum-algoritmust, amellyel kommu-
tativ csoportok rejtett részcsoportjait lehet megtaldlni. A modszert hasonld 4l-
talanossdgban elGszor Kitaev irta le [18]. Az alapvetd eszkdz az ugynevezett
kvantum Fourier-transzformacio, amely lényegében a széles kortien alkalmazott
klasszikus diszkrét Fourier-transzformacié kvantum-szamitogépes megfelelGje.

Véges csoportokkal kapcsolatos kvantum-algoritmusok tobbségénél kulcsfon-
tossagu miveleti terep a csoportalgebra, mégpedig tigy szemlélve, hogy a csopor-
talgebra elemei a csoportelemek szuperpoziciéi. Tehét a kitiintetett ortonormalt
bézist a csoportelemekbsl alkotjdk. !

INoha a csoportalgebra altalaban nem 2-hatvany dimenzids, tehat nem felel meg teljesen
pontosan a bevezetében targyalt térnek, de G elemeinek bitsorozatokkal térténd kodolasa
segitségével bedgyazhato ilyen térbe.



Legyen G egy véges kommutativ csoport és jeldlje GagG csoport lineéris
karaktereinek csoportjat. A G csoport Fourier-transzformécioja az a leképezés,
amelynél a g € G baziselem (avagy a kvantum-szamitasok kérében népszert
jelolésrendszerben a |g) allapot) képe a

1
— > x(9)lx
VIG %

allapot. Ez utébbi a G karaktercsoport algebrdjdnak eleme. Szokas régziteni G
egy bazisdnak segitségével G és G kozott egy megfeleltetést (dualitast) és igy a
Fourier-transzforméciot a csoportalgebra dnmagara torténd unitér leképezésének
tekinteni.

A Fourier-transzforméacié log |G|-ben polinomialis 1épésszamu kvantum-algo-
ritmussal tetszéleges pontossaggal megkozelithets. Az implementaciordl itt annyit
jegyeznénk meg, hogy mivel direkt szorzat Fourier-transzformécioja a kompo-
nensek Fourier- trans7f0rméci(’)inak a ten70rs70r7ata igy az igazi faladat ciklikus
portokra a klassmkus gyors Fourler transzformamohoz hasonlo trukkel megy, az
altaldnos esetben a kozelités 2-hatvanyrendii Fourier transzformaciok segitségé-
vel torténik.

A rejtett részcsoportot megtalalé kvantum-algoritmus a kévetkezs. Kiindu-
lunk az

g 2 lao

|G geG
allapotbol, ahol a mésodik részben |0) valojaban egy ¢ hossz csupa nullabol
4ll6 bitsorozat. Erre az allapotra alkalmazva az ordkulumot az

WZMU

geG

allapotot kapjuk. Legyen g1,...,g|c.n| egy H rejtett részcsoport mellékoszta-
lyai szerinti reprezentansrendszer. Atcsoportositjuk a fenti dsszeget a masodik
részben szerepld érték szerint:

|G:H|

\/EZZL% )N (gi))-

i=1 heH

Ha alkalmazzuk a G csoport Fourier transzformaciojat, az

|G:H|

|G| D3 x@h))lf(90)

XEG i=1 heH
allapotot kapjuk. Ebben az 6sszeghen rogzitett i-re és x-re a |x)|f(g;) baziselem

egyiitthatoja
x(g:)
x(h).
G > x(h)
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Itt hasznaltuk azt is, hogy x(g:h) = x(gi)x(h). A H részcsoport karaktareire
vonatkozé ortogonalitasi relacidkat alkalmazva azt kapjuk, hogy ez az egyiitt-
hato

0 ha x|\g # 1y és

X

\G(H)| haX|H:1H.

Maéarmost, ha mérést alkalmazunk, 0 lesz a valészintisége, hogy a x karaktert ta-
ldljuk az els6 részben minden olyan x karakterre, amelyre x| # 1g és egyarant
\G—lH| az olyan karakterekre, amelyekre x|z # 1y. Az eljarast N = O(log|G|)-
szer ismételve nagy valoszintiséggel olyan x1, ..., xn karaktereket kapunk, ame-
lyek a H+ = {x € G|X|H = 1y} csoport egy generatorrendszerét alkotjak. Ha
tényleg ez kovetkezik be, akkor a H részcsoport a G csoport H azon elemeibgl
all, amelyekre x1(h) = 1,...,xn(h) = 1. Ezek a feltételek lényegében egy li-
nearis egyenletrendszerrel egyenértékiiek a G csoportban. Az egyenletrendszer
klasszikus determinisztikus polinomidejd algoritmussal megoldhaté.

3. Nemkommutativ prébalkozasok

Ebben a részben roviden attekintjiik a nemkommutativ csoportok rejtett
részcsoportjainak megkeresésére iranyuld legigéretesebb moédszereket, kitérve
néhany, a modszerek korlataira vonatkoz6 eredményre is.

3.1. A standard Fourier-moddszer

Kézenfekvének tiinik a kommutativ csoportoknal bevalt médszert alkalmazni
a nemkommutativ esetben is. Akarcsak a kommutativ esetben, az els6 menet-
ben itt is a rejté fliggvényt kiszamold ordkulomut alkalmazzuk a csoportelemek
szuperpoziciojara. A kovetkezd lépésben a Fourier-transzforméacionak a lentebb
részletezendS nemkommutativ altaldnositésat alkalmazzuk, majd az eredményt
megfigyeljiik. Ezt a mddszert standard Fourier-modszernek vagy réviden stan-
dard moédszernek hivjak hivjak.

Egy véges nemkommutativ G csoport Fourier-transzforméciéja az az unitér
leképezés, amelynél a g csoportelem képe

>y Y

peG ii=1
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ahol Ga G csoport komplex irreducibilis métrixreprezenticionak egy unitér rep-
rezentansrendszere és adott p reprezentéaciora d, a dimenziét, p(g);; pedig a g
elem az képének i-edik sor és j-edik oszlop keresztezGdésében allo eleme. A kép-
tér kitiintetett ortonormaélt béziselemeinek jelolésére szolgalnak a |p, 4, j) szim-
boélumok (tgynevezett "matrixelemek")). Elég sok nemkommutativ csoportra
ismert hatékony kvantum Fourier-transzformécio [21], koztiik a szimmetrikus
csoportra is [2].



Sajnos a transzforméci6 fiigg attol, hogy az ekvivalencia-osztalyokbél milyen
méatrixreprezentaciot valasztunk (azaz a megfelel6 modulusban milyen bézist
valasztunk). A gyenge standard Fourier-médszer csak a p reprezentacionevet
figyeli meg (tehat az i, j indexeket ignoralja), vagyis itt nem jelenik meg a fenti
esetlegesség. Annak a valdszintisége, hogy éppen a p reprezentaciot mérjiik az

eljaras soran
d
ﬁ Z Xp(h)-

heH

Ha a H részcsoport normaélosztd, akkor ez a valdszintiség 0 minden olyan p-ra,
amelynek H nincs a magjaban. A H-t magjukban tartalmazo reprezentaciok
valdszintisége "eléggé egyenletes" ahhoz, hogy H-t nagy valdszintiséggel meg le-
hessen hatarozni az eljaras viszonylag kis szamu ismétlése utan [9, 8]. Kicsit
altalanosabban: a gyenge Fourier-modszerrel egy rejtett részcsoport tgyneve-
zett normaélis magjat (a benne levs legnagyobb normaélosztét) polinom idében
meg lehet taldlni [8] feltéve, hogy a csoport kvantum Fourier-transzformaciojat
hatékonyan el tudjuk végezni. Ez utébbi feltételt nagy Lie tipusi egyszerii cso-
portokat kompoziciofaktorként nem tartalmazo csoportokban meg lehet keriilni
[12] Babai Lasz16 és R. Beals egy csoportok strukturajanak kiszamitasara kidol-

A standard Fourier-modszer erds valtozataban az eredményesség fiigg az ir-
reducibilis modulusok béazisdnak megvalasztisatél. MeglehetGsen nehéz feladat-
nak tdnik a legjobb béazis megvélasztasa: megmutathat6 [8], hogy ha a csoport
"eleggé" nemkommutativ és a rejtett részcsoport "eléggé" kicsi, akkor véletlen
béazis valasztasa esetén nem igazan nyeriink tobbletinformaciét a gyenge vélto-
zathoz képest. S6t, a merev grafok izomorfizmusanak problémajihoz kapcsolédd
rejtett részcsoportprobléma hatékony megoldasira az erGs standard Fourier-
modszer semmilyen bézissal sem hasznalhato [23].

Egy kicsit részletesebben tériink ki egy, a gyenge standard moédszer korlata-
ira vonatkozo eredményre. Az eredményhez vezeté munka szép példdja a mély
csoportelméleti eszkdzok alkalmazisadnak. Kempe és Shalev 2004-ben a szim-
metrikus csoportok azon részcsoportjait probalta meghatarozni, amelyeket a
gyenge standard médszerrel rejtett részcsoportként a trivialis részcsoporttol ha-
tékonyan meg lehet kiilonbéztetni [17]. (Altalaban a Hy és Hs részcsoport poli-
nom ideji megkiilonboztetése alatt itt olyan log |G|-ben polinom idejd kvantum-
algoritmust értiink, amely minden olyan f fiiggvényre, amely vagy a H; vagy
a Hy részcsoportot rejti, nagy valészintiséggel helyesen dont.) Nevezziik ebben
a dolgozatban a trivialistél ilyen értelemben hatékonyan megkiilonboztethetd
csoportokat roviden megkiilonboztethetének.

Kempe és Shalev azt sejtették, hogy éppen azok a permutaciocsoportok a
megkiilonboztethetSk, amelyek tartalmaznak olyan nem identikus permutéaciot,
amely csak konstans sok elemet mozgat. Mivel 6sszesen is csak polinom sok ilyen
permuticié van, az ezeken torténé kimerits kereséssel a részcsoport klasszikus
madszerrel is megkiilonboztethetd a trivialistol. Erdemes megjegyezni, hogy egy
H permutacidcsoportban az 1 # h € H permutacié altal mozgatott elemek sza-
manak minimuma H minimalis fokszamaként ismert és jelentGs szerepet jatszik



a permutacioesoportok vizsgalataban 6sidsktsl fogva [14, 15].

A sejtést Kempe és Shalev 2004-ben fontos specialis esetekre, nevezetesen
kisméreti, illetve primitiv permutaciécsoportra igazolta. A primitiv esetben a
bizonyitas a véges egyszert csoportok osztalyozdsara tdmaszkodd eredménye-
ket hasznal. A megkiilénbo6ztethetd primitiv permutaciécsoportok kizardlag az
A, alternal6 és az S,, szimmetrikus csoport. Késébb Pyber Laszlé csatlakoza-
saval sikeriilt a sejtést ugyancsak az osztalyozison miilé mély eredményeket
felhasznalva — teljes mértékben igazolniuk [16].

Az alabbi vazlatos gondolatmenet érzékelteti az Gsszefiiggést a megkiilon-
boztethetetlenség és a minimélis fokszam kozott. Ha egy tetszéleges G csoport
H részcsoportja megkiilonboztethetd, akkor a gyenge standard Fourier-moédszert
alkalmazva a H-t illetve a trivialis részcsoportot rejté fiiggvényre a karaktereken
kapott eloszlasok Li-tavolsaga csak polinomiélisan lehet kicsi. Ez a tavolsag

Di=Y &l ¥

ol 1#heH

A koévetkez6 — elemi taton bizonyithaté — becsléssel meg lehet szabadulni a ka-

rakterektsl: )
Dy < ——
B, VI

ahol ¢ a h elem G-beli konjugaltjainak a halmazat jeloli. Esetiinkben, ahol
G = S,, egy permutacié konjugaltjainak a szama elég jol becsiilhets a mozgatott
elemek szamanak segitségével: egy k elemet mozgatd permutacioé konjugaltjainak
a szdma legalabb k!/(2% (k/2)!).

A standard Fourier médszer erds valtozataval hatékonyan meg lehet talalni
az AGL:(p) affin csoport bizonyos elég nagy rejtett részcsoportjait [22]. Ugy
tiinik azonban, hogy sokkal tobbet nem lehet ezzel a modszerrel elérni: bebi-
zonyitottak [23], hogy dnmagédban alkalmatlan grafok izomorfidjanak hatékony
eldontésére.

3.2. Tovabbi hatékony rejtett részcsoport algoritmusok

A rejtett részcsoport probléma ugynevezett lekérdezési bonyolultsaga poli-
nomidlis, elegendd az ordkulumot log(G)-ben polinom sok szuperpoziciéra meg-
hivni. A kapott allapotokbdl az ordkulumot tovabb mér nem hasznalo, de ex-
ponencialis ideji kvantum-algoritmussal megtalalhaté a rejtett részcsoport [5].
Ez az eredmény azt mutatja, hogy nincs kénnyd dolga annak, aki a probléma
nehézségét szeretné igazolni.

Ugyanakkor az Osszes olyan G csoport, amelyben jelenlegi ismereteink sze-
rint minden rejtett részcsoport log |G|-ben polinomidejii kvantum-algoritmussal
hatékonyan megtaldlhato "majdnem" kommutativ. A dolgozatot néhany fonto-
sabb ilyen specidlis eset targyalaséaval zarjuk.

A D, diéder csoport igen koézel all a ciklikushoz. Egy, a D,-ben rejtett 2
rendii részcsoportokat hatékonyan (azaz logn-ben polinom idében) megtalalo



modszer fontos rekurzios eszkoz lenne a feloldathaté csoportok rejtett részcso-
portprobléméjanak megtamadasahoz. Sajnos a legjobb D, -re ismert médszer
[20] id6igénye 20(Vlogn) - Megjegyerziik, hogy ez a moédszer tekinthets az elsé
igazan tudatos tgynevezett tobbregiszteres technikanak. Az ilyen algoritmusok
sok részbdl allo Gsszefonodott (entangled) allapotokkal dolgoznak, szemben a
standard Fourier-mddszerrel, amely egy nagyobb lépése egyrészes dllapotra al-
kalmaz megfelel§ unitér transzformécié utdn mérést, és ilyen lépéseket ismétel.
Megmutattak, hogy a rejtett részcsoportot hatékonyan meghatarozo esetleges
altalanos algoritmus csakis sokregiszteres lehet [10]. Igaz ez a grafok izomorfia-
janal relevans specidlis esetben is.

Erdekességként megjegyezziik, hogy D,, diéder csoportra van egy olyan egy-
regiszteres technika [4], amelynek kvantum része polinomidejd és utana egy ex-
ponencidlis ideji klasszikus médszerrel lehet e rejtett részcsoportot megtaldlni.
A 7y X Zs csoport esetére, ahol p egy primszam viszont sikeriilt olyan egyregisz-
teres modszert talalni, amely n-ben polinom, p-ben pedig exponenciélis idGben
miikodik [7]. Ennek az algoritmusnak egy valtozatat raadasul indukcios lépés-
ként lehet hasznalni feloldhato csoportokban. Az eredmény egy polinom ideji

végss soron sokregiszteres moddszer olyan konstans feloldhaté hosszusagi G
csoportokra, ahol G’ konstans exponensti. Viszonylag kevés kivétellel az Osszes
csoport, amelyben tetszdleges rejtett részcsoport a jelenleg ismert modszerekkel
polinomid6ben megtalalhato, 1ényegében ilyen tulajdonsagu.

Az egyik legszebb friss tobbregiszteres médszer p3 rendti  a fenti osztalyba
nem tartoz6 nemkommutativ csoportokban oldja meg a rejtett részcsoport
probléméjat polinomidében [1]. Az algoritmus egy, a szakirodalombdl ismert
Az eredményt — gyGkeresen kiilonb6z6 modszerrel — a kézelmultban sikeriilt ki-
terjeszteni extraspecialias csoportokra [13]. Az eljaras alapotlete az, hogy adott
reprezentacidkat automorfizmusokkal kombinalva a tenzorszorzatukat alkalma-
san be lehet "hangolni". Ugy tiinik, a modszer kiterjeszthetd tetszéleges 2 osz-
talyd nilpotens csoportra.
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